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Метод конечных элементов (МКЭ) в настоящее время является одним из наибо-
лее эффективных численных методов решения задач механики деформируемого твер-
дого тела. Никого сейчас не удивишь решением задачи, в которой методом суперэле-
ментов решаются задачи определения напряженного состояния целого корабля или са-
молета, которые содержат сотни тысяч узлов и решаются относительно быстро. При 
этом существуют задачи, которые решаются не столь эффективно, хотя математиче-
ский аппарат для их решения давно разработан, также как и программное обеспечение. 
Это контактные задачи с трением и проскальзыванием. Для отличия от полного сколь-
жения такой класс задач в англоязычной литературе был назван задачами с микро-
скольжением (microslip). 

Наиболее просто решаются задачи, в которых граница контакта априори задана. 
Например, в статьях [1, 2] МКЭ с успехом был использован для исследования задачи о 
деформировании упругой прямоугольной области, подверженной сжатию и сдвигу 
жесткими плитами. При этом область контакта была известна заранее, а определялись 
только границы зон сцепления и проскальзывания. 

Сложнее обстоит дело с задачами, для которых область контакта не задана зара-
нее, а должна быть определена в процессе решения задачи. Большая часть контактных 
задач о взаимодействии железнодорожных колес и рельсов, для которых область кон-
такта заранее неизвестна, решаются достаточно долго. В частности, в монографии [3] 
МКЭ использовался для изучения контактного взаимодействия колес и рельсов различ-
ной конструкции, в том числе и изношенных. Недостатком предложенного подхода 
было отсутствие учета микроскольжения при контактном взаимодействии, которое 
имеет место, как для свободного качения вагонных колес, так и в значительно большей 
степени для тягового качения колес локомотивов или режима торможения. 

Попытка учета микроскольжения при качении упругих цилиндров была сделана 
в статье [4]. Задача при этом решалась в очень упрощенной постановке. Кроме того 
существенным фактором при решении такой задачи было использование двумерной 
постановки, что существенно упрощало процесс вычислений. В то время как если ис-
следовать трехмерные контактные задачи с микроскольжением, сразу возникает много 
проблем, связанных с генерацией КЭ сеток. 

В работах автора проблемы генерации КЭ сеток были рассмотрены для двух-
мерных [5] и трехмерных [6] задач. В частности, проблем тестирования для задач без 
трения нет. В качестве основных тестовых задач использовались решения Герца и Бе-
ляева. В результате исследования различных КЭ сеток было доказано, что максималь-
ные погрешности решения контактных задач обусловлены даже не относительно ред-
кими КЭ сетками в контактной зоне, а несогласованностью КЭ сеток. Таким образом, 
был сделан вывод о необходимости обязательного согласования КЭ сеток на этапе их 
генерации. Разработаны методики полуавтоматической генерации КЭ сеток, которые 
были с успехом использованны для решения различных контактных задач. Например, в 
статье [7] с использованием предложенной методики согласования КЭ сеток были ре-
шены контактные задачи о взаимодействии зубьев тяговой передачи электровоза, а в 
статье [8] методика использована для анализа генерации тепла в контактной зоне при 



трении деталей контактной пары фрикционного гасителя колебаний железнодорожных 
вагонов. Первая из указанных задач была задачей с заранее неизвестной границей кон-
такта, но без трения, в то время как вторая контактная задача имела заранее заданную 
границу контакта, на которой реализовано условие проскальзывания во всей области. 

Все контактные задачи, которые решаются с использованием МКЭ являются не-
линейными. При этом не столь существенно, учитываются или нет пластические свой-
ства материалов взаимодействующих тел. Например, в ряде задач, рассмотренных в 
монографии [3] эффекты, связанные с пластическим деформированием, учитывались. 
При этом учет нелинейности, связанной с пластичностью материала, сказывался на 
увеличении времени расчета в малой степени. Это было связано с тем, что наибольшая 
нелинейность задачи обусловлена решением контактных задач, граничные условия ко-
торых, содержащие равенства и неравенства, требуют использования приближенных 
алгоритмов. В большинстве КЭ расчетных схем используются энергетические подходы, 
связанные с минимизацией упругой энергии взаимодействующих тел при помощи ите-
рационных алгоритмов. Этим же фактом объясняется на порядки большее время счета 
таких задач по сравнению с линейными упругими задачами, имеющими сопоставимое 
число степеней свободы. 

Учет микроскольжения в контактных задачах еще более усугубляет положение с 
длительностью расчетов. Итерационный процесс в данном случае должен не только 
учесть неопределенность границы контакта, но также учесть неопределенность грани-
цы зон сцепления и проскальзывания, а также определить направление относительного 
скольжения взаимодействующих точек в зонах проскальзывания. Очевидно, что исходя 
из описанного выше, реализовать решение задач такого класса при большом количе-
стве контактных узлов в настоящее время нереально. Следовательно, необходимо 
определить, сколько узлов должно находиться в контактной зоне для удовлетворитель-
ной точности решения задачи. Оценить это возможно только с использованием сравне-
ния КЭ алгоритмов с решением тестовых задач, в которых было учтено микроскольже-
ние. 

В качестве такой тестовой задачи для анализа погрешности КЭ расчетных схем 
предлагается использовать решение Любкина [9] для контактной задачи об относитель-
ном верчении упругих шаров. Будем здесь употреблять термин «шар» либо «сфера», 
как синонимы, помня при этом, что в указанной выше работе аналогично подходу Гер-
ца рассматриваются упругие полупространства, ограниченные в приконтактной обла-
сти сферическими поверхностями равного радиуса. В соответствии с принципом Сен-
Венана при рассмотрении указанной задачи при помощи МКЭ полупространства были 
заменены упругими полусферами, механические свойства которых идентичны. На рис. 
1 показана физическая модель рассматриваемой задачи. Очевидно, что по сравнению с 
постановкой [9] внесены необходимые изменения, которые не оказывают существенно-
го влияния на решение задачи. 

Итак, рассматривается контактное взаимодействие упругих полусфер радиусов 
5,0=R м, нижняя из которых 1 закреплена без возможности перемещения точек, нахо-

дящихся на экваториальной поверхности. Экваториальная поверхность верхней полу-
сферы 2 «склеена» с жесткой плоскостью 3, посредством которой на указанную полу-
сферу передается сжимающее усилие 2000=N Н и осуществляется поворот на задан-
ный угол верчения β  (угол изменялся в границах от 0,0001 до 0,001 рад). 
 Упругие свойства взаимодействующих полусфер выбраны соответствующими 
стальным шарам (модуль упругости 11102 ⋅=E Па; коэффициент Пуассона 32,0=ν ; ко-
эффициент трения скольжения 1,0=f ). Указанные материалы, размеры и нагрузки вы-



браны таким образом, чтобы материалы взаимодействующих тел работали в упругой 
области и, соответственно, решение [9] было справедливым. 

 
 

Рис. 1. Физическая модель тестовой задачи 
 

 В соответствии с решением Герца в данном случае контактная область пред-
ставляет собой плоский круг радиуса 

3 QNRa =  ,     (1) 
где упругий параметр 
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 В решении Любкина [9] трение не влияет на распределение нормальных напря-
жений, которые по Герцу записываются в форме 
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где радиус текущей точки контактной зоны ρ  отсчитывается от центра контактной об-
ласти. В соответствии с данным решением контактная область делится на две концен-
трические зоны. Внутренняя зона для c≤ρ  (круговая область) является зоной сцепле-
ния, для которой распределение контактных напряжений описывается достаточно 
сложной математической зависимостью. В более поздней работе Дересевич [10] отме-
тил некоторые неточности работы [9] и привел более простую запись для касательных 
напряжений в зоне сцепления 
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В формуле (4) введено обозначение 21 kk ′−= , а в свою очередь k′  является отноше-
нием радиусов зоны сцепления c  и всей области контакта a , т.е. ack =′ . 
 Для зоны проскальзывания, которая представляет собой круговое кольцо 

ac ≤≤ ρ , распределение касательных напряжений определяется условием Кулона – 
Амонтона 



22
32

3)( ρ
π

ρτ −= a
a
fN  .    (5) 

 Отметим, что точки окружности c=ρ  принадлежат как одной, так и другой 
зоне. Это означает, для данных точек формулы (4) и (5) должны давать одинаковые 
значения )(ρτ . Таким образом, проблема решения задачи Любкина состоит в нахожде-
нии границы зон сцепления и проскальзывания в зависимости от заданных угла или 
момента верчения. Рассмотрим первый вариант, когда задан угол верчения β , как по-
казано выше на рис. 1. В работе [9] методика нахождения границы зон контакта не при-
ведена. Да в принципе и не могла быть приведена, поскольку для нахождения указан-
ной границы должно быть решено следующее интегральное уравнение 
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В уравнении (6) G  - модуль упругости второго рода (модуль сдвига). Очевидно, что 
решение такого уравнения возможно только при помощи численных методов, для чего 
необходимо использование современных вычислительных средств. В статьях [9, 10] 
расчеты были проведены обратном направлении, т.е. задавалась граница зон c  и для 
нее при помощи уравнения (6) находилось значение угла β . Результаты расчетов были 
приведены в таблицах. 
 Современные средства расчетов позволяют решить уравнение (6). На рис. 2 при-
веден фрагмент листинга программы, написанной на встроенном в MathCAD языке 
программирования. 

 



Рис. 2. Фрагмент листинга программы MathCAD, реализующей нахождение границы 
зон контакта при помощи метода половинного деления 

 Необходимость такого подхода была обусловлена тем, что стандартные средства 
MathCAD, предназначенные для решения нелинейных уравнений, не могли решить его. 
Происходило зацикливание и либо выдавалась внутренняя ошибка программы, либо 
программа вообще зависала. В результате было принято решение организовать нахож-
дение корня уравнения (6) методом половинного деления с ограниченным количеством 
циклов. 
 Обратимся теперь к решению указанной задачи с использованием МКЭ. В моно-
графии [3] были рассмотрены тестовые задачи для контакта упругих полусфер без тре-
ния. Там же были оговорены проблемы генерации согласованных КЭ сеток. Задача эта 
весьма непростая, поскольку от качества созданной сетки зависит точность решения 
задачи. Было предложено создавать сначала плоские КЭ сетки для радиального сечения 
полусферы с последующим «выдавливанием» конечных элементов вращая КЭ сетку 
вокруг вертикальной оси на заданный угол. Для создания такой плоской сетки радиаль-
ное сечение было поделено на 3 неравные части. Наименьшая часть по форме близкая к 
квадрату разбивалась регулярной сеткой заданной густоты. Наибольшая часть покры-
валась постоянной КЭ сеткой. Средняя часть, находящаяся между ними была предна-
значена для объединения двух предыдущих КЭ сеток. Методика генерации КЭ сеток 
была осуществлена при помощи программных средств пакета FEMAP. В дальнейшем 
созданные КЭ сетки импортировались в пакет MSC.MARC, где задавались граничные 
условия, осуществлялось окончательное решение задачи и анализ полученных резуль-
татов. 
 Дальнейшие исследования показали, что указанный подход дает корректное и 
правильное решение, но не является оптимальным. В частности, для КЭ сетки 
наименьшей области размерности 6х6 (общее количество узлов было равно 10994) дли-
тельность решения задачи составляла 6615 с, в том числе процессорное время счета 
4578 с. После усовершенствования методики удалось отказаться от генерации сетки в 
программе FEMAP, а все расчеты полностью проводить средствами MSC.MARC. Это 
позволило принципиально ускорить решение задачи. Например, для такой же густоты 
сетки в приконтактной области, т.е. 6х6 и несколько большим общим количеством уз-
лов (12590), время счета составило только 93 с, в том числе процессорное время 83 с. 
 На рис. 3 показано характерное распределение касательных контактных напря-
жений )(ρτ . Как видно из приведенного распределения, контактная зона в соответ-
ствии с теорией делится на 2 зоны. Их граница показана сплошной окружностью бело-
го цвета. Внутренняя зона сцепления имеет минимум напряжений равный нулю в нача-
ле координат. Далее уровень напряжений возрастает, достигая своего максимума рав-
ного для заданной нагрузки 29 МПа. Указанный максимум имеет место на границе зо-
ны проскальзывания и сцепления. Далее при удалении от центра контактной области 
уровень напряжений снижается. На границе контактной области напряжения снова 
равны нулю. 
 Зоны сцепления и проскальзывания на приведенном рисунке видны достаточно 
наглядно, если проанализировать перемещения узлов, которые на рис. 3 увеличены в 
400 раз. MSC.MARC позволяет выбрать необходимые контактные тела. В частности, 
была выбрана нижняя полусфера. Контактные узлы, находящиеся в центральной зоне, 
сцеплены с аналогичными узлами верхней полусферы и под воздействием ее поворота 
также поворачиваются на определенный угол. Вследствие упругих деформаций этот 
угол несколько меньше, чем угол верчения верхней жесткой плоскости. Тем не менее, 
перемещения указанных узлов в окружном направлении (если рассматривать локаль-
ную полярную систему координат с центром в точке 0,0,0) являются максимальными. 



Узлы в зоне проскальзывания также перемещаются в окружном направлении под воз-
действием касательных контактных напряжений. При этом отличие перемещений ука-
занных узлов от перемещений узлов в зоне сцепления видно отчетливо. Вне контактной 
зоны узлы перемещаются также, однако чем более узел удален от зоны контакта, тем 
его перемещения в окружном направлении меньше. 

 

 
 

Рис. 3. Распределение касательных напряжений в зоне контакта 
 

 Подводя итог, можно сделать вывод о том, что задача о контактном взаимодей-
ствии упругих полусфер может быть достаточно эффективным средством для тестиро-
вания КЭ расчетных схем, использующихся для анализа сцепления и проскальзывания 
в области контакта. Проведены первые расчеты при помощи МКЭ для указанной зада-
чи и разработаны алгоритмы генерации согласованных КЭ сеток. В дальнейшем плани-
руется провести анализ влияния КЭ расчетных схем на точность решения контактных 
задач с трением. 
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Summary 

 
The problem of contact of the elastic hemispheres with microslip 

 
The problem of contact interaction of elastic hemispheres can be an effective remedy for test-
ing of the finite element schemes used for the analysis of the adhesion and the slip in the con-
tact zones. The calculations by means of FEM for the specified problem are carried out and 
the algorithms of the generation of coordinated FE meshes are developed. 
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