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Использование современных вычислительных программ позволяет провести анализ динамики подвижного 
состава различных конструкций при его взаимодействии с путем, имеющим заданную форму неровности. В 
работе для максимально простой модели такого взаимодействия получено аналитическое решение, которое 
сравнивалось с численными результатами, полученными при помощи прикладных пакетов программ Working 
Model 2D, ADAMS и MathCAD 2001 Professional. Анализировались точность решения, время расчета для раз-
личного шага численного интегрирования дифференциальных уравнений. 

 
Використання сучасних обчислювальних програм дозволяє провести аналіз динаміки рухомого складу різ-

номанітних конструкцій, при його взаємодії с колією, що має задану форму нерівності. В роботі для максима-
льно простій моделі такої взаємодії отримано аналітичне рішення, яке зрівнювалось з численним результатам, 
отриманим за допомогою прикладних пакетів програм Working Model 2D, ADAMS та MathCAD 2001 Profes-
sional. Аналізувалась точність рішення, час розрахунку для різного шага численного інтегрування диференціа-
льних рівнянь. 

 
Using of modern computing programs allows analyzing dynamics of rolling-stock of different constructions while 

interacting with railway, which has the set form of irregularity. In the work we have got the analytical solution for max-
imum simple model, and this solution was compared with numerical results, which were got with the help of application 
package of programs Working Model 2D, ADAMS & MathCAD 2001 Professional. We analyzed accuracy of solution, 
the time for calculation for different step of numerical integration of differential equations. 

 
Введение 

Железнодорожный транспорт, по себестоимости 
перевозок занимает второе место после морского 
транспорта, а для таких стран как Украина, желез-
нодорожный транспорт занимает первое место по 
значимости, как с точки зрения экономической эф-
фективности, так и традиционно сложившегося 
приоритета. По объемам перевозок и экономиче-
ской эффективности альтернативы железнодорож-
ному транспорту нет, как в Украине, так и во мно-
гих других странах. Очевидно, что совершенство-
вание железнодорожного транспорта имеет особое 
значение. 

Одной из наиболее важных и сложных задач, 
является расчет динамических нагрузок действую-
щих в ходовой части тележки и вагона в целом. Для 
решения данной задачи необходимо рассматривать, 
в первую очередь, динамическое взаимодействие 
колеса и рельса. При этом  следует учитывать все 
переменные и постоянные нагрузки, действующие 
на вагон. Также необходимо точно описать кинема-
тику вагона, его ходовой части, автосцепа и т.д. 
Очевидно, что полученная система дифференци-
альных уравнений не всегда имеет аналитическое 
решение. Поэтому подобные задачи решаются чис-
ленными методами с помощью различных пакетов 
прикладных программ (ППП). В связи с этим воз-
никает проблема проверки точности полученного 
решения. 

В данной работе был проведен сравнительный 
анализ точности решений, полученных с помощью 
ППП Working Model 2D v4.0, ADAMS v11, 
MathCAD2001Professional  и аналитического реше-
ния, а также определялось время счета задачи про-

хождения железнодорожным колесом с подрессо-
ренной массой неровности пути. 

 
1.Постановка задачи и ее аналитическое реше-

ние 
Считаем, что вагон движется по абсолютно 

жесткому пути. Связь кузова вагона с колесом 
осуществляется посредством упруго-вязкого эле-
мента. Периодическую неровность пути задаем 
функцией:  
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что соответствует подходу В.А. Лазаряна [1], где a  
- амплитуда неровности пути; λ  - ее длина. 

Параметры a  и λ  приняты из реальных заме-
ров профилей пути на польских ж.д. ( 02,0=a  м, 

0,10=λ  м). Скорость движения вагона считаем 
постоянной и равной 0,60=v км/ч. Тогда зависи-
мость функции )(xϕ  от времени будет иметь вид: 
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 - частота неровности пути. 

Дифференциальное уравнение, которое описы-
вает движение вагона, будет иметь вид: 
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где 
m
cr =⋅2  и 

m
k

=2ω  - постоянные коэф-

фициенты, 
c  - коэффициент вязкостного сопротивления; 
k  - жесткость пружины; 
m  -подрессоренная масса вагона, приходящаяся 

на одну колесную пару; 
)(ty - вертикальное перемещение подрессорен-

ной массы вагона относительно положения равно-
весия; 

Тогда дифференциальное уравнение (3) можно 
представить в виде: 
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Общее решение данного уравнения: 
)()()( tytyty p+= ω , (5) 

где, )(tyω  - общее решение однородного урав-

нения; )(ty p  - частное решение неоднородного. 
Частное решение уравнения (4) будем искать в 

виде: 
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где, A , B  и C  - неизвестные постоянные. 
Подставим в дифференциальное уравнение (4) 

частное решение (6): 
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Приравнивая соответствующие коэффициенты и 
свободные члены в левой и правой части, получа-
ем:  
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Откуда определяем C : 
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Общее решение однородного уравнения, соот-

ветствующего уравнению (4), при 0≠r и ω<r  
имеет вид: 
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Следовательно, общее решение уравнения (4) 
будет иметь вид: 
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Используя начальные условия Коши, определя-
ем произвольные постоянные 
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В соответствии с полученным решением была 
составлена программа на алгоритмическом языке 
программирования Microsoft QuickBasic, с помо-
щью которой были построены графики зависимо-
стей перемещений и ускорений подрессоренной 
массы, а также силы упругости от времени на про-
тяжении 3-х секунд (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Графики зависимостей перемещений и 

ускорений подрессоренной массы, а также силы 
упругости от времени (аналитическое решение). 

 
2. Решение задачи с помощью ППП Working Model 

2D V4.0, ADAMS V11.0 и MathCAD 2001 Profes-
sional 

С помощью данных пакетов программ были по-
лучены численные решения и определено время 
счета для различных шагов численного интегриро-
вания дифференциальных уравнений для 3-х се-
кунд движения (таблицы 1, 2). 



Для моделирования данной задачи в ППП Work-
ing Model 2D V4.0 использовался механизм, пока-
занный на рисунке 2. Движение системы начинает-
ся из положения равновесия. С помощью данного 
ППП были получены графики зависимостей пере-
мещений и ускорений от времени Приведен пример 
для шага интегрирования 0,003 (рис. 2). 

 
Рис. 2. Модель и графики зависимостей пере-   

щений и ускорений от времени  
в ППП Working Model 2D V4.0 

 
В ППП ADAMS v11.0 использовалась модель, 

состоящая из груза(подрессоренная масса), соеди-
ненного с колесом вязко-упругим элементом (рис. 
3). Центр колеса и связанная с ним подрессоренная 
масса совершают вынужденные вертикальные ко-
лебания, вызванные неровностью пути, заданной 
функцией (2). Получены графики зависимостей 
перемещений и ускорений от времени. Пример для 
шага интегрирования 0,003 секунды приведен на 
рис. 3. 

В ППП MathCAD 2001 Professional решение 
дифференциального уравнения (4) было получено с 
помощью численного алгоритма, реализуемого ис-
пользованием специальной функции Odesolve. По-
лучены графики зависимостей перемещений и 
ускорений от времени. Приведен пример для шага 
интегрирования 0,003 секунды (рис. 4). Как видно 
из сравнения графиков перемещений и ускорений, 
полученных различными методами, качественная 
картина процесса остается той же самой. Количе-
ственный анализ полученных результатов приведен 
в таблицах 1 и 2. 

Сравнительный анализ решений, полученных с 
применением ППП Working Model 2D V4.0, AD-
AMS V11.0 и MathCAD 2001 Professional, а также 
аналитического решения показал зависимость точ-
ности решения и времени счета задачи от шага чис-
ленного интегрирования. С уменьшением шага ин-
тегрирования от 0,03 секунд до 0,006 секунд воз-
растают точность решения и время счета. Даль-
нейшее уменьшение шага интегрирования до 0,003 
секунд, и далее до 0,001 практически не влияют на 
точность решения, но существенно увеличивают 

время счета в ППП ADAMS V11.0 и Working Model 
2D V4.0 (таблицы 1, 2). На времени счета в ППП 
MathCAD2001 Professional влияние шага интегри-
рования существенно не сказывается. Следует от-
метить, что сравнение значений исследуемых вели-
чин проводилось в точках локальных максимумов и 
минимумов соответствующих графиков. Использо-
вался процессор Intel Pentium 4 1,8 ГГц, 512 Мб 
оперативной памяти. 

 
Рис. 3. Модель и графики зависимостей  
перемещений и ускорений  от времени 

в ППП ADAMS v11.0 

 
Рис.4. Графики зависимостей перемещений и уско-
рений от времени, полученные при помощи пакета 

программ MathCAD 2001 Professional 
По результатам проведенных исследований 

можно сделать следующие выводы: 
- при проведении исследований динамики по-

движного состава всегда должен проводиться пред-



варительный анализ точности расчетных схем и, 
прежде всего, требуемого для достижения заданной 
точности шага интегрирования. Подбирая соответ-
ствующие шаги интегрирования можно добиться 
необходимой точности расчета в представленных 
ППП; 

Таблица 1 
Результаты расчетов перемещений 

 
- наиболее предпочтительным вариантом реше-

ния задачи динамики транспортных машин и меха-
низмов было бы составление механической и адек-
ватной математической модели (систем дифферен-
циальных уравнений) с последующим их аналити-
ческим, по мере возможности , решением. При этом 
окончательные функциональные зависимости мог-
ли бы быть построены при помощи достаточно 
простых вычислительных программ или при помо-
щи математических пакетов типа MathCAD; 

- с учетом того, что аналитическое решение 
дифференциальных уравнений возможно только 
для достаточно простых задач, таких как рассмот-
рена в статье, возможно решение систем средней 
сложности с использованием пакета MathCAD 2001 
Professional численно; 

- использование специализированных пакетов, 
предназначенных для анализа динамики твердо-
тельных моделей, позволяет визуализировать про-
цесс численного решения задачи, что уменьшает 
вероятность чисто технических ошибок при расче-
тах. ППП Working Model 2D V4.0 анализирует 
только двухмерные модели, достаточно быстро 
проводит анализ, имеет простой и удобный интер-
фейс, но его использование ограничено возможно-
стями программы. Поэтому данный пакет может 
быть с успехом использован для наиболее простых 
расчетных схем. С этой позиции он неоценим с 
учебно-методической точки зрения; 

Таблица 2 
Результаты расчетов ускорений 

 
- ППП ADAMS v11.0 позволяет анализировать 

трехмерные модели, имеет большой набор функ-
ций, позволяет анализировать достаточно сложные 
механические модели и может быть использован 
для исследования динамики реальных конструкций 
подвижного состава. Имеет свой достаточно удоб-
ный трехмерный графический интерфейс. Однако 
все это требует значительные системные и техни-
ческие ресурсы. Поэтому данный пакет может ис-
пользоваться только на достаточно мощных ЭВМ. 
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