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Исследование прочности корригированных зубьев эвольвентных передач 
с использованием MSC/NASTRAN for Windows 

А.В. Сладковский, Ю.А. Мушенков, Ю.А. Сладковский 
Национальная металлургическая академия Украины (Днепропетровск) 

 
 Среди большого количества видов передач особое место занимают зубчатые пере-
дачи, которые при своей относительной компактности позволяют изменять скорость и 
направление вращения вала в очень широких диапазонах, передавая при этом значитель-
ные вращающие моменты. Именно поэтому в различных общеинженерных курсах, 
например, таких, как «Теоретическая механика», «Детали машин», «Прикладная механи-
ка» и «Теория механизмов и машин», зубчатым передачам уделяется большое внимание. 
Известно также, что среди зубчатых передач особое место занимают передачи с эволь-
вентным зацеплением. Это обусловлено тем, что эвольвентное зацепление допускает кор-
рекцию формы зуба, что способствует его упрочнению; эвольвентное зацепление не кри-
тично к неточности монтажа при незначительных изменениях межцентрового расстояния; 
и, наконец, простота нарезания зубьев с использованием метода обкатки существенно 
удешевляет производство эвольвентных зубчатых колес. Методы расчета зубьев на проч-
ность, которые вошли в действующие стандарты и учебники, в основном базируются на 
применении методов сопротивления материалов, то есть являются не достаточно точны-
ми. Различные уточнения, учитывающие форму корригированного зуба, вносятся соответ-
ствующими коэффициентами. Эта методика в применении к практике обучения студентов 
не является наглядной, а большое количество коэффициентов только усугубляет пробле-
мы, возникающие при освоении студентами достаточно сложного теоретического матери-
ала. В НМетАУ разработан лабораторный практикум, который позволяет при изучении 
указанных выше дисциплин наглядно продемонстрировать студентам влияние коррекции 
формы зуба при его нарезании методом обкатки на его прочностные характеристики. 
 Для того, что произвести конечно – элементный расчет зуба на изгиб необходимо 
сначала задать его профиль с учетом коррекции формы. Для простоты рассматриваются 
прямые зубья цилиндрической эвольвентной передачи. Основные формулы геометриче-
ского расчета взяты из монографии [1]. В качестве примера положим, что необходимо 
рассчитать на изгиб зуб шестерни, имеющей количество зубьев 171 =z , то есть мини-
мальное количество зубьев у шестерни, нарезаемой инструментальной рейкой без смеще-
ния. Задаем также стандартное передаточное отношение 5=i . Тогда в зацепление с ше-
стерней должно входить колесо с количеством зубьев 852 =z . Считаем, что при помощи 
стандартного проектировочного расчета, который здесь для краткости не приводится, 
найден модуль зубчатого зацепления ммm 10= . Межцентровое расстояние wa  может 
быть определено по формуле 
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где o20=α  - стандартный угол исходного профиля, а wα  - угол зацепления.  
В том случае, если в передаче используются корригированные зубья, то эти углы 

могут быть не равны между собой. Тогда угол зацепления может быть определен из урав-
нения 
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где 21, xx  - коэффициенты смещения для шестерни и колеса, соответственно.  
Уравнение (2) является трансцендентным алгебраическим уравнением для опреде-

ления угла зацепления. Поскольку очевидно, что для любых допустимых коэффициентов 
смещения угол зацепления находится в области значения o20 , то для его нахождения был 
написан достаточно простой блок программы, реализующей алгоритм метода половинно-



го деления. Вычислительная программа, написанная на языке MS QuickBasic release 7.1, 
позволила не только определить основные геометрические размеры профиля зуба шестер-
ни, но и построить его профиль для различных коэффициентов смещения. На рис. 1 при-
веден профиль рассматриваемого зуба. 

 
 

Рис. 1. Профиль зуба шестерни ( 171 =z , 01 =x ), построенный при помощи 
программы, написанной на MS QuickBasic (обозначения добавлены 

средствами AutoCAD release 14.01) 
 
 Для построения профиля зуба должны быть определены радиусы окружности вер-
шин 1ar  и окружностей впадин 21 , ff rr  
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где для стандартного зацепления коэффициент высоты головки зубьев 1* =h , а коэффи-
циент радиального зазора для цилиндрических зубчатых колес 25,0* =c . 
 Эвольвентные участки профиля зуба (на рис. 1 - A1G1 и A2G2) могут быть опреде-
лены с учетом того, что для переменного радиуса xr , изменяющегося от 1gr  (точки G1 и G2 
– граничные между эвольвентными участками профиля и переходными кривыми) до 1ar , 
соответствующая толщина зуба определяется формулой 
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где угол давления в точке Х1 
x

b
x r

r 1arccos=α . Радиус основной окружности 1br , радиус де-

лительной окружности 1r  и толщина зуба по делительной окружности 1s  определяются 
известными формулами 
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Для организации циклического определения координат точек эвольвентного про-
филя необходимо еще знать радиус 1gr  
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здесь угол давления в точке G1 определяется из формулы 
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 Далее необходимо построить переходные кривые E1G1 и E2G2. Для их нахождения 
воспользуемся формулами, приведенными в монографии [1]. Если нарезание зуба выпол-
няется инструментальной рейкой, то координаты текущей точки переходной кривой опре-
деляются в декартовой прямоугольной системе координат XOY, имеющей начало коорди-
нат в центре шестерни (направление оси Y показано на рис. 1), следующим образом 

( ) ( )[ ] ,sinsinsinsincoscos 1313 ϕϕααϕϕα rrdrrX kk −−−++=    (9) 
( ) ( )[ ] ,coscossinsinsincos 1313 ϕϕααϕϕα rrdrrY kk +−−−+=    (10) 

где 3r  - радиус закругления зуба рейки у ее вершины, а kα  - угол, определяющий положе-

ние нормали к профилю рейки в контактной точке (обычно 2
πα =k ). Значение d  опре-

деляет относительное положение рейки и заготовки шестерни в процессе ее нарезания 
( ) .1

* xhmd a −=      (11) 
 Тогда уравнения (9) и (10) можно рассматривать, как параметрическое задание пе-
реходной кривой, где угол ϕ  выступает в качестве параметра. 
 После задания модуля, количества зубьев шестерни и колеса, а также соответству-
ющих коэффициентов смещения программа по приведенным выше формулам определяет 
основные геометрические параметры зубьев и средствами компьютерной графики строит 
на экране профиль зубьев. При выборе коэффициентов смещения необходимо придержи-
ваться требований, накладываемых на коэффициенты смещения условиями отсутствия 
подрезания 
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Аналогичное условие выполняется и для коэффициента смещения при нарезании 
колеса. Однако в учебных целях, с тем чтобы объяснить опасность подрезания зубьев, бу-
дем пренебрегать условиями (12), получая зубья с подрезанным профилем. 
 Главная сложность далее заключается в том, чтобы рассчитанную геометрию зуба, 
которая представляет собой совокупность точек профиля, передать пакету MSC/ 
NASTRAN for Windows. Здесь авторы воспользовались возможностью NASTRANа им-
портировать DXF - файлы AutоCADа. Проанализировав структуру таких файлов, было 
определено, что они состоят из начальной служебной информации содержащей данные о 
версии AutоCADа, размерах чертежа, параметрах масштабирования, проставления разме-
ров и другой вспомогательной информации. В конце таких файлов содержится информа-
ция о графических примитивах, из которых строится текущий чертеж. Чертеж профиля 
зуба должен состоять из набора точек. Описание такого графического примитива в DXF - 
файле начинается со строки POINT, а затем после строк 10, 20 и 30 следуют координаты 



X, Y и Z текущей точки чертежа. С учетом такой структуры DXF – файла, программа, 
написанная на QuickBasic, формировала набор точек профиля зуба и организовывала 
окончание DXF – файла, в котором учитывалась рассчитанная геометрия профиля зуба. 
 Пакет MSC/NASTRAN использовался для анализа изгибной прочности корригиро-
ванных зубьев. Подготовленный описанным выше способом DXF – файл использовался 
для импорта геометрии зуба. Участки кривых, образующих профиль зуба заменялись от-
дельными сплайнами. Использовался генератор КЭ сетки, причем ее густота определялась 
возможностями демонстрационной 300 узловой версии. Применялись трехузловые конеч-
ные элементы для анализа плоской деформации зубьев. К зубьям прикладывалась сосре-
доточенная сила в точке A1 в направлении угла давления, который определялся предвари-
тельно расчетным способом. Перемещениями на значительной глубине от окружности 
впадин можно было пренебречь, что использовалось для задания фиксированных гранич-
ных условий на соответствующей границе. На рис. 2 приведены распределения главных 
напряжений 1σ  для шестерни с количеством зубьев 171 =z , в первом случае с положи-
тельным смещением 2,01 =x  (рис. 2а), а во втором случае с отрицательным смещением 

2,01 −=x  (рис. 2б). 

 
а       б 

 
Рис. 2. Распределение главных напряжений 1σ  в зубьях, нарезанных с различным 

смещением инструментальной рейки 
 

 Приведенные распределения напряжений показывают, что для одного и того же 
крутящего момента на быстроходном валу ( мНT ⋅= 100001 ) и одной ширины зуба 

ммb 200= , уровень главных напряжений 1σ  для зубьев, нарезанных с положительным 
смещением рейки на 37% меньше, чем для такой же шестерни, но нарезанной с отрица-
тельным смещением. Эти результаты достаточно очевидны и доказывают необходимость 
проведения положительной коррекции формы зуба, особенно при необходимости исполь-
зования шестерен с малым ( 171 <z ) количеством зубьев. 
 Можно сравнить результаты, полученные для реальных зубьев при помощи расчета 
по MSC/NASTRAN, с общепринятым расчетом зубьев. В частности, в учебнике [2] приво-



дится расчет зубьев на изгиб, при котором в качестве основных определяющих напряже-
ний используются растягивающие напряжения yσ  или Fσ  в соответствии с обозначения-
ми [2]. Напряжения определяются на основе методов сопротивления материалов, при этом 
моделируется изгиб зуба и его сжатие под действием контактного усилия, передаваемого 
под углом давления в точке A1. Формула для определения Fσ  следующая 
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где коэффициент формы зуба FY  определяется при помощи соответствующей диаграммы 
в зависимости от количества зубьев шестерни и коэффициента смещения [2]. Остальные 
коэффициенты ( εY  - коэффициент, учитывающий перекрытие зубьев, βY  - коэффициент 
наклона зубьев, αFK  - коэффициент распределения нагрузки между зубьями, βFK  - коэф-
фициент неравномерности распределения нагрузки по ширине венка зубчатого колеса, 

FvK  - коэффициент динамической нагрузки) для прямозубых передач, выполненных с 
большой точностью, вращающих без перекосов с малой скоростью, могут быть приняты 
равными 1. Коэффициент ширины венца зубчатого колеса по начальному диаметру ше-
стерни 
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На графиках (рис. 3) представлены распределения максимальных напряжений Fσ , 
рассчитанные для зубьев, нарезанных с различным смещением инструментальной рейки, 
по формуле (13) и при помощи конечно – элементного расчета с использованием пакета 
MSC/NASTRAN. 

Рис. 3. Максимальные растягивающие нормальные напряжения yσ  у основания 
зуба в зависимости от коэффициента смещения инструментальной рейки 

 
 Как видно из сравнения графиков, они практически совпадают для зубьев, выпол-
ненных без смещения рейки, но чем большее смещение рейки имеет место, тем больше 
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отличаются расчетные данные. На наш взгляд, этот вывод обусловлен тем, что при боль-
ших положительных смещениях рейки профиль зуба, утолщаясь у основания, все менее 
соответствует балке, работающей на изгиб. Следовательно, правомочность расчета корри-
гированных зубьев при высоких коэффициентах смещения рейки с использованием обще-
принятых методов вызывает большие сомнения. Кроме того, в этом случае необходимо 
проводить расчет либо по главным напряжениям, либо с использованием приведенных по 
Мизесу напряжений. 
 В заключение отметим, что авторы рассматривают данную работу, как практиче-
ское пособие для студентов, изучающих зубчатые зацепления, которое может использо-
ваться в качестве одной из лабораторных работ по курсам «Теоретическая механика», 
«Детали машин» или «Прикладная механика». 
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